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О СТАБИЛИЗАЦИИ НЕЛИНЕЙНЫХ НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНЫХ
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ПОСТОЯННЫМ

ШАГОМ ДИСКРЕТИЗАЦИИ

Рассматриваются нелинейные непрерывно-дискретные (гибридные) си-
стемы, содержащие подсистему дифференциальных уравнений и подси-
стему разностных уравнений, в состав которых входит управление (ска-
лярное или векторное). Представлен переход от нелинейной гибридной си-
стемы с постоянным шагом h > 0 дискретизации к равносильной (в есте-
ственном смысле) нелинейной дискретной динамической системе. Уста-
новлены достаточные условия приведения систем первого приближения
нелинейных дискретных систем к канонической форме Бруновского и
достаточные условия стабилизации таких систем, достаточные условия
стабилизации нелинейных гибридных систем с различным по размерно-
сти управлением. Разработаны алгоритмы построения стабилизирующих
управлений для нелинейных гибридных систем. Приведены примеры, ил-
люстрирующие эффективность полученных результатов в решении зада-
чи стабилизации нелинейных гибридных динамических систем.
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1. Введение

Задача стабилизации динамических систем является одной из важней-
ших в теории управления, что обусловлено запросами практики управле-
ния, а также открытыми (нерешенными) научными проблемами в этой обла-
сти [1–4]. Решение данной задачи позволит обеспечить устойчивые режимы
функционирования динамических систем и поможет решить поставленные
задачи управления данными системами.

Гибридные динамические системы служат математическими моделями ре-
альных механических, технических, технологических и других процессов,
природа которых неоднородна и которые не могут быть описаны только
дифференциальными уравнениями. Например, моделирование управления
летательными аппаратами, электропоездами может быть реализовано лишь
с помощью дискретного регулятора силы тяги [5, 6]. Поэтому главной осо-
бенностью таких гибридных (непрерывно-дискретных) динамических систем
управления служит их адекватность моделируемым объектам [7], процессы
функционирования которых носят, как правило, нелинейный характер, а зна-
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чит соответствующие им гибридные динамические системы являются нели-
нейными непрерывно-дискретными системами.

Среди гибридных систем имеется большой класс систем, стабилизируемых
соответствующими переключениями в определенные моменты времени [8].
Однако вопросы стабилизации реальных динамических систем управления
неразрывно связаны с вопросами управляемости указанных систем.

Методы стабилизации управляемых динамических систем создавались
и развивались более 150 лет [4]. Накоплен большой опыт по стабилиза-
ции непрерывных, дискретных систем (см., например, [9–16]), имеются на-
работки в области стабилизации линейных гибридных систем (см., напри-
мер, [3, 7, 17]), а также нелинейных гибридных систем, описываемых диф-
ференциальными уравнениями с различными нелинейностями и управлени-
ем в виде дискретного регулятора обратной связи по состоянию или выхо-
ду [18–22]. Однако вопросы стабилизации нелинейных гибридных систем,
процессы в которых описываются дифференциальными и разностными урав-
нениями, а состояния содержат как непрерывные, так и дискретные компо-
ненты, недостаточно изучены.

В настоящей статье изложен общий подход к стабилизации таких нели-
нейных непрерывно-дискретных (гибридных) систем со скалярным или мно-
гомерным (векторным) управлением, имеющих постоянный шаг дискрети-
зации. Этот подход основан на переходе от данной нелинейной гибридной
системы к равносильной, в естественном смысле, нелинейной дискретной ди-
намической системе.

Новизна данного исследования состоит в следующем:
1) введено понятие канонической формы Бруновского для системы первого

приближения нелинейной дискретной динамической системы со скалярным
управлением;

2) установлены достаточные условия приведения системы первого прибли-
жения равносильной нелинейной дискретной системы со скалярным (вектор-
ным) управлением к канонической форме Бруновского (к совокупности неза-
висимых подсистем, каждая из которых имеет каноническую форму Брунов-
ского);

3) установлены и продемонстрированы на примерах алгоритмы приведе-
ния систем первого приближения равносильных нелинейных дискретных си-
стем (как со скалярным, так и с векторным управлением) к канонической
форме Бруновского;

4) установлены достаточные условия стабилизации систем первого прибли-
жения равносильных нелинейных дискретных динамических систем управле-
ния (как со скалярным, так и с векторным управлением);

5) установлены достаточные условия стабилизации нелинейных гибридных
динамических систем управления с различным по размерности управлением;

6) установлены и продемонстрированы на примерах алгоритмы построе-
ния стабилизирующих управлений для нелинейных гибридных систем с раз-
личным по размерности управлением.
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2. Постановка задачи

Рассматривается нелинейная непрерывно-дискретная система управления
вида {

x′(t) = f(x(t), y(tk)), tk � t < tk+1,
y(tk+1) = g(x(tk+1), y(tk), u(tk)), k = 0, 1, 2, . . . ,

(1)

с начальными условиями

x(t0) = x0, y(t0) = y0,(2)

где x∈Rn, y ∈Rm – векторы состояний системы (1), характеризующие по-
ведение соответственно непрерывной и дискретной частей данной системы;
u∈Rq – управление системы (1); моменты времени tk задают на R равномер-
ную сетку с постоянным шагом h > 0, т.е. tk+1 − tk = h > 0, k = 0, 1, 2, . . . и
tk = kh; функции f(x, y) и g(x, y, u) непрерывно дифференцируемы по сово-
купности переменных.

Пусть при выключенном управлении, т.е. при u = 0, выполняются соотно-
шения

f(0, 0) = 0, g(0, 0, 0) = 0,(3)

т.е. при u = 0 система (1) имеет нулевую точку равновесия x = 0, y = 0.
Функционирование системы (1) при выбранном управлении u = u(tk),

k = 0, 1, 2, . . . , с учетом (2), осуществляется по стандартной схеме:
1) задаются начальные условия z0 = (x0, y0);
2) находится решение x = ϕ0(t) задачи Коши x′ = f(x, y0), x(t0) = x0,

по которому строятся векторы x1 = ϕ0(t1), y1 = g(x1, y0, u0), где u0 =
= u(t0);

3) находится решение x = ϕ1(t) задачи Коши x′ = f(x, y1), x(t1) = x1, по
которому строятся векторы x2 = ϕ1(t2), y2 = g(x2, y1, u1), где u1 = u(t1)
и т.д.

Следовательно, решением системы (1), стартующим из точки z0 = (x0, y0) при
выбранном управлении u = u(tk), k = 0, 1, 2, . . . , является функция

z(t) = (x(t), y(t)) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(ϕ0(t), y0), t0 � t < t1,
(ϕ1(t), y1), t1 � t < t2,
(ϕ2(t), y2), t2 � t < t3,

...

(4)

Компоненты решения (4) имеют следующие особенности: x(t) непрерывна
при всех t � 0, непрерывно дифференцируема на интервале (tk, tk+1), но
не обязательно дифференцируема в моменты времени t = tk, k = 0, 1, 2, . . .;
y(t) кусочно-постоянна и меняет свои значения в моменты времени t = tk,
k = 0, 1, 2, . . .

Основной задачей в настоящей статье является установление достаточных
условий стабилизации систем вида (1) и построение стабилизирующих управ-
лений для таких систем. Решение поставленной задачи основано на переходе
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от нелинейной гибридной системы (1) к равносильной нелинейной дискрет-
ной динамической системе.

3. Переход к дискретной системе.
Управляемость и стабилизируемость систем

Учитывая соотношения (3), функции f(x, y), g(x, y, u) можно представить
в виде

f(x, y) = A1x+B1y + a(x, y), g(x, y, u) = A2x+B2y + Cu+ b(x, y, u),

где A1 = f ′x(0, 0), B1 = f ′y(0, 0), A2 = g′x(0, 0, 0), B2 = g′y(0, 0, 0), C =
= g′u(0, 0, 0) – матрицы соответствующих размеров, а гладкие нелинейности
a(x, y) и b(x, y, u) удовлетворяют соотношениям

a(x, y) = o(‖x‖+ ‖y‖) при ‖x‖+ ‖y‖ → 0,

b(x, y, u) = o(‖x‖ + ‖y‖+ ‖u‖) при ‖x‖+ ‖y‖+ ‖u‖ → 0.

Будем полагать, что x(tk) = xk, y(tk) = yk, u(tk) = uk, тогда система (1) рав-
носильна гибридной системе{

x′(t) = A1x(t) +B1yk + a(x(t), yk) , tk � t < tk+1,

yk+1 = A2xk+1 +B2yk + Cuk + b(xk+1, yk, uk), k = 0, 1, 2, . . .
(5)

Пусть detA1 �= 0, тогда, применяя оператор сдвига по траекториям системы
x′ = f(x, y) за время от t = 0 до t = h > 0 (см. [23]), можно выполнить пере-
ход от системы (5) к дискретной системе вида{

xk+1 = eA1hxk +A−1
1 (eA1h − I)B1yk + ε(xk, yk;h),

yk+1 =A2e
A1hxk+(A2A

−1
1 (eA1h− I)B1+B2)yk+Cuk+ δ(xk, yk, uk;h),

(6)

где

ε(xk, yk;h) = e(tk+h)A1

tk+h∫
tk

e−sA1a(p(s, xk, yk), yk)ds,

x = p(t, xk, yk) – решение задачи Коши

x′ = A1x+B1yk + a(x, yk), x(tk) = xk ;

δ(xk, yk, uk;h) = A2ε(xk, yk;h) + b(xk+1, yk, uk).(7)

Отметим, что случай вырожденной матрицы A1 также может быть рас-
смотрен, но приводит к существенно более сложным формулам.

Дискретную систему (6) можно записать в компактном виде

zk+1 = A(h)zk +Buk + ξ(zk, uk, h), k = 0, 1, 2, . . . ,(8)
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здесь

zk =

[
xk
yk

]
, B =

[
O
C

]
, ξ(zk, uk, h) =

[
ε(xk, yk;h)
δ(xk, yk, uk;h)

]
,

A(h) – блочная матрица порядка n+m:

A(h) =

[
eA1h A−1

1 (eA1h − I)B1

A2e
A1h A2A

−1
1 (eA1h − I)B1 +B2

]
.(9)

При u = 0 система (6) или, что то же самое, система (8) имеет нулевое поло-
жение равновесия.

Используя [23] и условие (7), можно доказать, что

ε(x, y;h) = o(‖x‖ + ‖y‖) при ‖x‖ + ‖y‖ → 0,

δ(x, y, u;h) = o(‖x‖ + ‖y‖+ ‖u‖) при ‖x‖+ ‖y‖+ ‖u‖ → 0 .

Тогда в системе (8) функция ξ(z, u, h) удовлетворяет условию

ξ(z, u, h) = o(‖z‖ + ‖u‖) при ‖z‖+ ‖u‖ → 0 .(10)

При выбранном управлении u = u(tk), k = 0, 1, 2, . . . , гибридная система (1)
и дискретная система (6) равносильны в следующем смысле [8]:

– если (x(t), yk) – решение системы (1), то (xk, yk) – решение системы (6),
где xk = x(tk);

– если (xk, yk) – решение системы (6), то (x(t), yk) – решение системы (1),
где x(t) – решение задачи Коши x′ = f(x, yk), x(tk) = xk.
Следовательно, система (1) и система (8) также равносильны.

Основываясь на [24–26], введем следующие определения.
Опр е д е л е н и е 1. Гибридная система (1) называется управляемой при

h = h0 > 0, если для любых векторов z(0), z(1) ∈Rn+m существует управле-
ние u = u(tk), k = 0, 1, . . . , l − 1 (l∈N) такое, что для решения z = z(t) си-
стемы (1) с начальным условием z(t0) = z(0) выполняется равенство z(tl) =
= z(1), где tl = t0 + lh0.

Опр е д е л е н и е 2. Дискретная система (8) называется управляемой
при h = h0 > 0, если для любых состояний z(0), z(1) ∈Rn+m существует
управление uk, k = 0, 1, . . . , l − 1 (l∈N) такое, что для решения zk, k =
= 0, 1, . . . , l, системы (8) с начальным условием z0 = z(0) выполняется ра-
венство zl = z(1), где zl = z(tl) = z(t0 + lh0).

Положение равновесия систем (1) и (8) при некоторых h > 0 может быть
неустойчивым.

Опр е д е л е н и е 3. Гибридная система (1) называется стабилизируе-
мой при h = h0 > 0, если существует кусочно-постоянная функция u =
= ϕ(t)∈Rq, tk � t < tk+1 , k = 0, 1, 2, . . . , такая что система (1) c управле-
нием u = ϕ(t) при h = h0 > 0 имеет асимптотически устойчивое решение
x = 0, y = 0.
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Опр е д е л е н и е 4. Дискретная система (8) называется стабилизируе-
мой при h = h0 > 0, если существует управление uk = Φ(zk), k = 0, 1, 2, . . . ,
такое что при h = h0 > 0 система (8) имеет асимптотически устойчивое
решение z = 0.

Сравнивая определения 1 и 2, приходим к следующему утверждению.
Те ор ем а 1. Гибридная система (1) управляема при h = h0 > 0 в том и

только том случае, если дискретная система (8) управляема при h = h0 > 0.
Доказательство данной теоремы и других основных утверждений вынесено в
Приложение.

Системой первого приближения нелинейной дискретной системы (8) слу-
жит линейная дискретная система вида

zk+1 = A(h)zk +Buk, k = 0, 1, 2, . . .(11)

Перейдем к рассмотрению вопросов стабилизации системы (1), учитывая
особенности управления в этой системе.

4. Стабилизация гибридной системы (1) со скалярным управлением

Пусть в системе (1) u∈R1, тогда система первого приближения соответ-
ствующей дискретной системы (8) имеет вид

zk+1 = A(h)zk + buk, k = 0, 1, 2, . . . ,(12)
где z ∈ Rn+m, A(h) – матрица вида (9), b – матрица размера (n+m)× 1,
u∈R1.

Будем полагать, что при h = h0 > 0 для системы (12) выполняется условие
полной достижимости, т.е.

rank [b,A(h0)b,A
2(h0)b, . . . , A

n+m−1(h0)b] = n+m,(13)
из которого следует управляемость системы (12) при h = h0 > 0.

Заметим, что условие (13) можно ослабить, например, условием полной
управляемости системы (12) при h = h0 > 0 ( [11], с. 268–269).

Имеет место
Те ор ем а 2. Пусть линейная дискретная система (12) удовлетворяет

условию (13), тогда существует преобразование
z∗k = Szk, u∗k = αzk + uk,(14)

где detS �= 0, α – матрица размера 1× (n+m), приводящее данную систему
к виду ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k+1,1 = z∗k,2,
z∗k+1,2 = z∗k,3,...

z∗k+1,n+m−1 = z∗k,n+m,
z∗k+1,n+m =u∗k,

(15)

при этом z∗k,i – i-я компонента вектора z
∗
k.
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Систему (15) назовем канонической формой Бруновского для системы (12)
при h = h0 > 0. В таком случае справедлива

Те ор ем а 3. Пусть система (12) удовлетворяет условию (13), тогда
она стабилизируема при h = h0 > 0.

Из доказательства теоремы 3 (см. ниже Приложение) и равенств (14) получим
Сл ед с т в и е 1. Управление uk = S∗zk, k = 0, 1, 2, . . . , где S∗ = pS − α,

u∗k = pz∗k, является стабилизирующим для линейной дискретной систе-
мы (12), при этом все собственные значения матрицы A(h0)+bS∗ меньше 1
по модулю.

Те ор ем а 4. Если система первого приближения (12) соответствую-
щей нелинейной дискретной системы (8) удовлетворяет условию (13), то-
гда соответствующая гибридная система (1) стабилизируема при h =
= h0 > 0.

Прим ер 1. Построить стабилизирующее управление для гибридной си-
стемы⎧⎪⎨⎪⎩

x′(t) = −x(t) + yk,1 + a(x(t), yk), tk � t < tk+1,

yk+1,1 = x(tk+1) + yk,2 − uk + b1(x(tk+1), yk, uk),

yk+1,2 = −x(tk+1) + yk,1 + 0,5uk + b2(x(tk+1), yk, uk), k = 0, 1, 2, . . . ,

(16)

где x∈R1, y ∈R2, u∈R1; a(x, y), b1(x, y, u), b2(x, y, u) – гладкие нелинейности
в соответствии с системой (5), приводя соответствующую дискретную систе-
му первого приближения к канонической форме Бруновского.

Системой первого приближения для нелинейной дискретной системы, рав-
носильной системе (16), служит дискретная система вида (12) с матрицами

A(h) =

⎡⎣ e−h 1− e−h 0
e−h 1− e−h 1
−e−h e−h 0

⎤⎦ , b =

⎡⎣ 0
−1
0,5

⎤⎦ .
Можно доказать, что эта дискретная система управляема при всех h : 0 <

< h �= ln4.

Пусть h0 = ln2, тогда A(h0) =

⎡⎣ 0,5 0,5 0
0,5 0,5 1

−0,5 0,5 0

⎤⎦ , заметим, что при u = 0 ре-

шение x = 0, y = 0 системы (16) является устойчивым (но не асимптотически
устойчивым). Составим матрицу F (h0) = [b,A(h0)b,A

2(h0)b].

F (h0) =

⎡⎣ 0 −0,5 −0,25
−1 0 −0,75
0,5 −0,5 0,25

⎤⎦ , тогда F−1(h0) =

⎡⎣ 6 −4 −6
2 −2 −4

−8 4 8

⎤⎦ ,
f(h0) = [−8 4 8], S =

⎡⎢⎣ f(h0)

f(h0)A(h0)

f(h0)A
2(h0)

⎤⎥⎦ , т.е. =

⎡⎣−8 4 8
−6 2 4
−4 0 2

⎤⎦ .
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Тогда z∗k = Szk, что соответствует системе⎧⎪⎨⎪⎩
z∗k,1 = −8xk + 4yk,1 + 8yk,2,

z∗k,2 = −6xk + 2yk,1 + 4yk,2,

z∗k,3 = −4xk + 2yk,2.

Отсюда получим⎧⎪⎨⎪⎩
z∗k+1,1 = −8xk+1 + 4yk+1,1 + 8yk+1,2 = −6xk + 2yk,1 + 4yk,2 = z∗k,2,
z∗k+1,2 = −6xk+1 + 2yk+1,1 + 4yk+1,2 = −4xk + 2yk,2 = z∗k,3,
z∗k+1,3 = −4xk+1 + 2yk+1,2 = −3xk − yk,1 + uk = u∗k.

Таким образом, каноническая форма Бруновского для дискретной системы
первого приближения, соответствующей системе (16), при h0 = ln2 имеет вид⎧⎪⎨⎪⎩

z∗k+1,1 = z∗k,2,
z∗k+1,2 = z∗k,3,
z∗k+1,3 =u

∗
k,

где u∗k = −3xk − yk,1 + uk. Можно убедиться, что u∗k = αzk + uk, где α =
= f(h0)A

3(h0).

Найдем стабилизирующее управление для системы (16).
Имеем uk = S∗zk, S∗ = pS − α, u∗k = pz∗k, где p = [p1 p2 p3], p1, p2 и p3 – ко-

эффициенты характеристического уравнения последней системы уравнений:

λ3 − p3λ
2 − p2λ− p1 = 0.

Поскольку коэффициенты характеристического уравнения выбираются про-
извольно, то подберем их так, чтобы корни λ1, λ2 и λ3 этого уравнения ле-
жали внутри единичной окружности.

Возьмем λ1,2,3 =
1
2 , тогда λ3 − 3

2λ
2 + 3

4λ− 1
8 = 0, и p = [18 −3

4
3
2 ], α =

= [−3 −1 0], отсюда S∗ = [12 0 1], т.е. uk = 1
2xk+yk,2 – искомое управление.

Действительно, при h0 = ln2 подстановка найденного управления в дис-
кретную систему вида (12), соответствующую системе (16), позволит полу-
чить матрицу A(h0) + bS∗, все собственные значения которой равны 1

2 , т.е.
по модулю меньше 1. Тогда на основании доказательства теоремы 4 (см. ни-
же Приложение) делаем вывод о том, что система (16) стабилизируема при
h0 = ln2 управлением uk =

1
2xk + yk,2.

Рассмотрим важный частный случай системы (1), когда n = m = q = 1.
Тогда система (1) содержит скалярные уравнения и равносильна гибридной
системе вида{

x′(t) = a1x(t) + b1yk + a(x(t), yk) , tk � t < tk+1,

yk+1 = a2xk+1 + b2yk + cuk + b(xk+1, yk, uk) , k = 0, 1, 2, . . . ,
(17)
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где a1 = f ′x(0, 0), b1 = f ′y(0, 0), a2 = g′x(0, 0, 0), b2 = g′y(0, 0, 0), c = g′u(0, 0, 0) –
числа, а гладкие нелинейности a(x, y) и b(x, y, u) удовлетворяют соотно-
шениям

a(x, y) = o(|x| + |y|) при |x|+ |y| → 0,

b(x, y, u) = o(|x|+ |y|+ |u|) при |x|+ |y|+ |u| → 0 .

Равносильная системе (17) нелинейная дискретная система имеет систему
первого приближения вида (12), где

A(h) =

⎡⎢⎢⎣ ea1h
b1
a1

(ea1h − 1)

a2e
a1h

a2b1
a1

(ea1h − 1) + b2

⎤⎥⎥⎦ , b =

[
0
c

]
.(18)

Тогда справедлива
Те ор ем а 5. Если гибридная система (1) содержит скалярные уравне-

ния и в равносильной системе (17) a1 �= 0, b1 �= 0, c �= 0, тогда система (1)
стабилизируема при любом h > 0.
В таком случае стабилизирующее управление находится согласно алгоритму,
продемонстрированному в Примере 1.

5. Стабилизация системы (1) с многомерным (векторным) управлением

Пусть в гибридной системе (1) n � 1, m > 1, q > 1, т.е. для равносильной
дискретной системы (8) системой первого приближения служит дискретная
система (11), и пусть система (11) при h = h0 > 0 удовлетворяет условию
полной достижимости, т.е.

rank [B,A(h0)B,A
2(h0)B, . . . , A

n+m−1(h0)B] = n+m.(19)

Те ор ем а 6. Если система (11) удовлетворяет условию (19), тогда су-
ществует преобразование

z∗k = Szk, u∗k,l = αlzk + uk,l, detS �= 0, l = 1, . . . , q,(20)

приводящее систему (11) к совокупности q независимых подсистем, каждая
из которых имеет каноническую форму Бруновского.

Из доказательства данной теоремы (см. Приложение) следует, что исход-
ная система (11) распадается на q независимых подсистем вида (15), размер-
ности которых равны s1, . . . , sq, при этом s1 + s2 + . . . + sq = n + m. Тогда
справедлива

Те ор ем а 7. Если линейная дискретная система (11) удовлетворяет
условию (19), тогда она стабилизируема при h = h0 > 0.
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Из доказательства теоремы 7 (см. ниже Приложение) и равенств (20) по-
лучим

Сл ед с т в и е 2. Стабилизирующее управление для дискретной систе-
мы (11) имеет вид

uk = S∗zk,

где uk,l = s∗l zk, s
∗
l = pSl − αl, u∗k,l = pz∗kl, Sl – часть матрицы S, соответст-

вующая подсистеме l (l = 1, . . . , q), p – вектор размерности sl, z∗kl – вектор,
содержащий sl компонент вектора z∗k, соответствующих подсистеме l,
s∗l – строки матрицы S∗. При этом все собственные значения матрицы
A(h0) +BS∗ меньше 1 по модулю.

Имеет место следующая
Те ор ем а 8. Если линейная дискретная система (11) удовлетворяет

условию (19), тогда соответствующая ей нелинейная гибридная систе-
ма (1) стабилизируема при h = h0 > 0.

Прим ер 2. Построить стабилизирующее управление для гибридной си-
стемы⎧⎪⎨⎪⎩
x′(t) = −2x(t) + 2yk,1 − 2yk,2 + a(x(t), yk), tk � t < tk+1,

yk+1,1 = −xk+1 + uk,1 − uk,2 + b1(xk+1, yk, uk),

yk+1,2 = xk+1 − yk,1 + yk,2 + uk,1 + 2uk,2 + b2(xk+1, yk, uk), k = 0, 1, 2, . . . ,

где x∈R1, y ∈R2, u∈R2; a(x, y), b1(x, y, u), b2(x, y, u) – гладкие нелинейно-
сти в соответствии с системой (5), приводя соответствующую дискретную
систему первого приближения к совокупности независимых подсистем в ка-
нонической форме Бруновского (к канонической форме Бруновского).

Данной системе соответствует дискретная система вида (11) с матрицами

A(h) =

⎡⎣ e−2h 1− e−2h e−2h − 1
−e−2h e−2h − 1 1− e−2h

e−2h −e−2h e−2h

⎤⎦ , B =

⎡⎣ 0 0
1 −1
1 2

⎤⎦ .
Тогда получим матрицу

[B,A(h)B,A2(h)B] =

⎡⎢⎣ 0 0 0 3(e−2h − 1) 0 (e−2h − 1)(9e−2h − 3)

1 −1 0 3(1 − e−2h) 0 (e−2h − 1)(3 − 9e−2h)

1 2 0 3e−2h 0 e−2h(9e−2h − 6)

⎤⎥⎦ ,
rank [B,A(h)B,A2(h)B] = 3 при любых h > 0, значит, соответствующая ли-
нейная дискретная система вида (11) управляема при любом h > 0.

Пусть h0 = ln3 и пусть b1, b2 – столбцы матрицы B. Тогда

A0 = A(h0) =

⎡⎣ 1/9 8/9 −8/9
−1/9 −8/9 8/9
1/9 −1/9 1/9

⎤⎦ .

50



Из последовательности столбцов (b1, b2, A0b1, A0b2, A
2
0b1, A

2
0b2) составим мат-

рицу F0 третьего порядка ранга 3. Заметим, что матрица A0b1 является ну-
левым столбцом, поэтому столбцы A0b1, A2

0b1 исключаются из рассмотрения.
A0b2 = [−8/3 8/3 1/3]T , поэтому s1 = 1, s2 = 2, и F0 = [b1, b2, A0b2], т.е.

F0 =

⎡⎣ 0 0 −8/3
1 −1 8/3
1 2 1/3

⎤⎦ , F−1
0 =

⎡⎣ 17/24 2/3 1/3
−7/24 −1/3 1/3
−3/8 0 0

⎤⎦ ,
k = 1, 2, так как rankB = 2.

k = 1 :

k∑
j=1

sj = s1 = 1, следовательно, f1 – первая строка матрицы F−1
0 .

k = 2 :

k∑
j=1

sj = s1+ s2 = 3, следовательно, f2 – третья строка матрицы F−1
0 .

S =

⎡⎣ f1
f2
f2A0

⎤⎦ , т.е. S =

⎡⎣ 17/24 2/3 1/3
−3/8 0 0
−1/24 −1/3 1/3

⎤⎦ .

z∗k = Szk, тогда

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
z∗k,1 =

17

24
xk +

2

3
yk,1 +

1

3
yk,2,

z∗k,2 = −3

8
xk,

z∗k,3 = − 1

24
xk − 1

3
yk,1 +

1

3
yk,2, k = 0, 1, 2, . . . ,

z∗k+1,1 = u∗k,1, где u
∗
k,1 = f1A

s1
0 zk + uk,1 = f1A0zk + uk,1 =

1

24
xk + uk,1;

z∗k+1,2 = z∗k,3; z
∗
k+1,3 = u∗k,2,

где u∗k,2 = f2A
s2
0 zk + uk,2 =

5

72
xk +

2

9
yk,1 − 2

9
yk,2 + uk,2.

Итак, каноническая форма Бруновского (совокупность таких форм) для
линейной дискретной системы, соответствующей исходной системе, при h0 =
= ln3 имеет вид ⎧⎪⎨⎪⎩

z∗k+1,1 = u∗k,1,
z∗k+1,2 = z∗k,3,
z∗k+1,3 = u∗k,2.

Найдем стабилизирующее управление для соответствующей линейной дис-
кретной системы при h0 = ln3.
1) u∗k,1 = pz∗k1, где p = p1, z∗k1 = z∗k,1, так как s1 = 1, z∗k+1,1 = pz∗k,1, тогда

λ = p. Пусть λ = 1
3 , то p = 1

3 , α1 = f1A0 = [ 1
24 0 0], S1 = f1, значит,

s∗1 = pS1 − α1 = [ 7
36

2
9

1
9 ], uk,1 = s∗1zk, т.е. uk,1 =

7
36xk +

2
9yk,1 +

1
9yk,2;

2) u∗k,2 = pz∗k2, где p = [p1 p2], z∗k2 = [z∗k,2 z∗k,3]
T , так как s2 = 2, z∗k+1,3 =

= p1z
∗
k,2 + p2z

∗
k,3, тогда λ

2 − p2λ− p1 = 0.
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Пусть λ1,2 = 1
3 , тогда λ

2 − 2
3λ+ 1

9 = 0, и p = [−1
9

2
3 ];

α2 = f2A
2
0 = [5/72 2/9 − 2/9], S2 =

[ −3/8 0 0
−1/24 −1/3 1/3

]
,

s∗2 = pS2 − α2 = [−1/18 −4/9 4/9], т.е. uk,2 = − 1

18
xk − 4

9
yk,1 +

4

9
yk,2.

Таким образом, стабилизирующее управление имеет вид

uk =

⎡⎢⎣
7

36
xk +

2

9
yk,1 +

1

9
yk,2

− 1

18
xk − 4

9
yk,1 +

4

9
yk,2

⎤⎥⎦ .
Данное управление является стабилизирующим и для исходной нелинейной
гибридной системы, поскольку

S∗ =
[
7/36 2/9 1/9
−1/18 −4/9 4/9

]
, A0 +BS∗ =

⎡⎣ 1/9 8/9 −8/9
5/36 −2/9 5/9
7/36 −7/9 10/9

⎤⎦ ,
и матрица A0 +BS∗ имеет собственные значения λ1,2,3 = 1

3 , т.е. |λ1,2,3| < 1.

6. Заключение

В работе установлено общее достаточное условие стабилизации нелиней-
ных непрерывно-дискретных систем вида (1) как с одномерным, так и с
многомерным управлением, которое предполагает выполнение условия пол-
ной достижимости для систем первого приближения соответствующих рав-
носильных нелинейных дискретных динамических систем.

Изложен общий подход к стабилизации нелинейных гибридных систем (1)
с различным по размерности управлением, представлено построение стаби-
лизирующих управлений для таких систем. Предложенный подход позволит
обеспечить устойчивые режимы функционирования реальных технических,
механических и других систем управления с неоднородной структурой, а так-
же решить вопросы построения допустимого и оптимального управлений дан-
ными системами.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Из равносильности систем (1) и (8), ко-
торая учитывает связь решений данных систем, а также определений управ-
ляемых систем следует справедливость данного утверждения.

Теорема 1 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Поскольку линейная дискретная си-

стема (12) удовлетворяет условию (13), то матрица

F (h0) =
[
b, A(h0)b, A

2(h0)b, . . . , A
n+m−1(h0)b

]
обратима, т.е. существует обратная матрица F−1(h0).
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Пусть f(h0)∈Rn+m – вектор, составленный из элементов последней стро-
ки матрицы F−1(h0) [27]. Тогда с учетом определения обратной матрицы
получим:

f(h0)b = f(h0)A(h0)b = . . . = f(h0)A
n+m−2(h0)b = 0,(Π.1)

f(h0)A
n+m−1(h0)b = 1.(Π.2)

Пусть ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k,1 = f(h0)zk,

z∗k,2 = f(h0)A(h0)zk,

z∗k,3 = f(h0)A
2(h0)zk,

...
z∗k,n+m = f(h0)A

n+m−1(h0)zk,

(Π.3)

тогда z∗k = Szk, где S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
f(h0)

f(h0)A(h0)

f(h0)A
2(h0)

...
f(h0)A

n+m−1(h0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , причем detS �= 0, поскольку

дискретная система (12) удовлетворяет условию (13).
При h = h0 > 0 система (12) примет вид

zk+1 = A(h0)zk + buk, k = 0, 1, 2, . . . ,

тогда из равенств (Π.3) с учетом (Π.1) и (Π.2) получим:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k+1,1 = f(h0)zk+1 = z∗k,2,
z∗k+1,2 = f(h0)A(h0)zk+1 = z∗k,3,

...
z∗k+1,n+m−1 = f(h0)A

n+m−2(h0)zk+1 = z∗k,n+m,
z∗k+1,n+m = f(h0)A

n+m−1(h0)zk+1 = αzk + uk,

(Π.4)

где α = f(h0)A
n+m(h0).

Следовательно, система (Π.4) имеет вид (15), где u∗k = αzk + uk, и эквива-
лентна дискретной системе (12) при h = h0 > 0.

Теорема 2 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Дискретная система (12) удовлетворя-

ет условию (13), тогда согласно теореме 2 она представима в виде (15).
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Пусть u∗k = pz∗k, где p = [p1 p2 . . . pn+m], тогда система (15) примет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k+1,1 = z∗k,2,
z∗k+1,2 = z∗k,3,

...
z∗k+1,n+m−1 = z∗k,n+m,

z∗k+1,n+m = p1z
∗
k,1 + p2z

∗
k,2 + . . . + pn+mz

∗
k,n+m.

(Π.5)

И пусть z∗k,1 = λ0 = 1, z∗k,2 = z∗k+1,1 = λ, z∗k,3 = z∗k+1,2 = z∗k+2,1 = λ2, . . . , z∗k,n+m =

= λn+m−1, z∗k+1,n+m = λn+m. Тогда система (Π.5) сводится к уравнению

λn+m − pn+mλ
n+m−1 − pn+m−1λ

n+m−2 − . . .− p2λ− p1 = 0.(Π.6)

Уравнение (Π.6) является характеристическим для матрицы системы (Π.5).
Поскольку коэффициенты уравнения (Π.6) выбираются произвольно, то под-
берем их так, чтобы выполнялось условие |λi| < 1 при i = 1, . . . , n+m. Тогда
система (15) с управлением u∗k = pz∗k имеет асимптотически устойчивое ре-
шение z∗k = 0. Отсюда следует, что дискретная система (12), представленная
в форме (15), стабилизируема при h = h0 > 0, и теорема 3 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Учитывая следствие 1, соотноше-
ние (10) и достаточное условие асимптотической устойчивости нулевой точ-
ки равновесия нелинейной непрерывно-дискретной системы (1), полученное
в [23], установим справедливость данного утверждения, и теорема 4 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 5. Можно установить, что если в нели-
нейной гибридной системе (17) a1 �= 0, b1 �= 0, c �= 0, то соответствующая ей
дискретная система (12) с матрицами (18) удовлетворяет условию (13), тогда,
учитывая теорему 4, получим заключение теоремы 5.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 6. Без ограничения общности будем счи-
тать, что rankB = q, q > 1. Пусть b1, . . . , bq – столбцы матрицы B, A0 = A(h0)
и дискретная система (11) удовлетворяет условию (19).

Из последовательности столбцов (см. [27])
(b1, b2, . . . , bq, A0b1, A0b2, . . . , A0bq, A

2
0b1, A

2
0b2, . . . , A

2
0bq, . . . , A

n+m−1
0 b1, . . . , A

n+m−1
0 bq)

составим матрицу F0 = F (h0) порядка n+m, ранг которой равен n+m,
причем

F0 = [b1, A0b1, A
2
0b1, . . . , A

s1−1
0 b1, b2, A0b2, A

2
0b2, . . . ,

As2−1
0 b2, . . . , bq, A0bq, A

2
0bq, . . . , A

sq−1
0 bq].

(Π.7)

При построении матрицы (Π.7) важно, чтобы для каждого столбца bk
эта матрица включала все столбцы bk, A0bk, A

2
0bk, . . . , A

sk−1
0 bk, где sk = 1, . . .

. . . , n+m, k = 1, . . . , q, при этом каждый столбец Aj0bk, (j = 0, 1, . . . , n+m−1)
включается в матрицу при условии: если со всеми столбцами, стоящими до
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него в этой матрице, он образует линейно независимую систему. В противном
случае столбцы Aj0bk, A

j+1
0 bk, . . . , A

n+m−1
0 bk исключаются из рассмотрения.

Поскольку rankF0 = n+m, то существует обратная матрица F−1
0 . Пусть fk

(k = 1, . . . , q) – обозначение строки матрицы F−1
0 с номером, определяемым

числом
k∑
j=1

sj, тогда, учитывая определение обратной матрицы, получим

условия:

fkA
j−1
0 bi = 0, (k �= i) ∨ (j �= sk),(Π.8)

fkA
sk−1
0 bk = 1.(Π.9)

Пусть ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k,1 = f1zk,

z∗k,2 = f1A0zk,
...

z∗k,s1 = f1A
s1−1
0 zk,

z∗k,s1+1 = f2zk,

z∗k,s1+2 = f2A0zk,
...

z∗k,s1+s2 = f2A
s2−1
0 zk,

...
z∗k,s1+s2+...+sq = fqA

sq−1
0 zk,

(Π.10)

где s1 + s2 + . . . + sq = n + m. Тогда z∗k = Szk, причем S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f1

f1A0
...

f1A
s1−1
0

f2

f2A0
...

f2A
s2−1
0
...
fq
...

fqA
sq−1
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

S – матрица порядка n+m, detS �= 0, так как дискретная система (11) удо-
влетворяет условию (19).
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Тогда z∗k+1 = Szk+1; при h = h0 > 0 дискретная система (11) примет вид

zk+1 = A0zk +Buk,

и, учитывая (Π.8)–(Π.10), получим⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k+1,1 = f1A0zk + f1Buk = f1A0zk = z∗k,2,

z∗k+1,2 = f1A
2
0zk + f1A0Buk = f1A

2
0zk = z∗k,3,

...
z∗k+1,s1

= f1A
s1
0 zk + f1A

s1−1
0 Buk = f1A

s1
0 zk + uk,1 = u∗k,1,

z∗k+1,s1+1 = f2A0zk + f2Buk = z∗k,s1+2,
...

z∗k+1,s1+s2
= f2A

s2
0 zk + f2A

s2−1
0 Buk = f2A

s2
0 zk + uk,2 = u∗k,2,

...

z∗k+1,s1+s2+...+sq
= fqA

sq
0 zk + fqA

sq−1
0 Buk = fqA

sq
0 zk + uk,q = u∗k,q .

Таким образом, при h = h0 > 0 дискретная система (11) с помощью преобра-
зования (20) приведена к совокупности q независимых подсистем, представ-
ленных в форме Бруновского:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k+1,1 = z∗k,2,
z∗k+1,2 = z∗k,3,

...
z∗k+1,s1

= u∗k,1,
z∗k+1,s1+1 = z∗k,s1+2,

...
z∗k+1,s1+s2

= u∗k,2,
...

z∗k+1,s1+s2+...+sq−1 = z∗k,s1+s2+...+sq ,
z∗k+1,n+m = u∗k,q .

(Π.11)

Размерности данных подсистем (число уравнений в них) равны соответствен-
но s1, s2, . . . , sq. При этом u∗k,l = αlzk+uk,l (l = 1, . . . , q) – компоненты вектора
управления, причем αl = flA

sl
0 . Дискретная система (11) эквивалентна систе-

ме (Π.11) при h = h0 > 0.
Теорема 6 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 7. Из доказательства теоремы 3 следует,
что каждая из q подсистем в (Π.11) при определенным образом построенных
управлениях имеет асимптотически устойчивое решение z∗ = 0. В таком слу-
чае система (Π.11) имеет асимптотически устойчивое нулевое решение. Сле-
довательно, эквивалентная ей система (11) стабилизируема при h = h0 > 0.
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Теорема 7 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 8. Из теоремы 7 следует, что дискрет-
ная система (11) стабилизируема при h = h0 > 0 и согласно следствию 2 все
собственные значения матрицы A0 +BS∗ меньше 1 по модулю. Тогда, учиты-
вая (10) и достаточное условие асимптотической устойчивости нулевого реше-
ния нелинейной непрерывно-дискретной системы, полученное в работе [23],
придем к требуемому выводу.

Теорема 8 доказана.
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